








At løsningene er p̊a denne formen
betyr at det finnes en formel for
dem, uttrykt ved koeffisientene i
den opprinnelige likningen.

Vi har det tilsvarende i abc-
formelen for løsningene

y = − b

2a
± (

b2 − 4ac

4a2
)

1
2

til 2.gradslikningen

ay 2 + by + c = 0 .



Det samme gjelder for Cardanos formel for løsningen av 3.
gradslikninger. (Uten tap av generalitet kan vi substituere bort
2. gradsleddet)

y 3 + py + q = 0

Cardanos formel sier at løsningene er gitt ved

y1 = R
1
3 − p

3R
R

2
3

y2 = ωR
1
3 − ω2 p

3R
R

2
3

y3 = ω2R
1
3 − ω p

3R
R

2
3

hvor R = −q
2

+
√

q2

4
+ p3

27
= −q

2
+ S

1
2 og ω3 = 1, ω 6= 1,

hvor S = q2

4
+ p3

27
er en rasjonal funksjon i koeffisientene i den

opprinnelige likningen.



Vi kan gjøre det samme for et vilk̊arlig odde primtall m:

y1 = p + R
1
m + p2R

2
m · · ·+ pm−1R

m−1
m

y2 = p + ωR
1
m + ω2p2R

2
m · · ·+ ωm−1pm−1R

m−1
m

y3 = p + ω2R
1
m + ω4p2R

2
m · · ·+ ω2m−2pm−1R

m−1
m

...

ym = p + ωm−1R
1
m + ωm−2p2R

2
m · · ·+ ωpm−1R

m−1
m

hvor ωm = 1 og ω 6= 1. Vi kan løse dette systemet med
hensyn p̊a p, R

1
m , osv.



Da f̊ar vi

p =
1

m
(y1 + y2 + · · ·+ ym)

R
1
m =

1

m

(
ωm−1y1 + ωm−2y2 + · · ·+ ωym

)
p2R

2
m =

1

m

(
ωm−2y1 + ωm−4y2 + · · ·+ ω2ym

)
...

pm−1R
m−1
m =

1

m

(
ωy1 + ω2y2 + · · ·+ ωm−1ym
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Siden rotuttrykkene R
1
m er sammensatt slik at R ogs̊a er p̊a

formen R = q + q1S
1
n + q2S

2
n + · · ·+ qn−1S

n−1
n og tilsvarende

for S , osv. lar Abel n̊a r = R
1
m være den ”innerste”, som

derfor er en rasjonal funksjon i koeffisientene til den
opprinnelige 5. gradslikningen.

Vi, og Abel, vet at koeffisientene til likningen er symmetriske
funksjoner i røttene. Hvorfor? Fordi likningen kan skrives som

y 5−ay 4 +by 3−cy 2 +dy−e = (y−y1)(y−y2) . . . (y−y5) = 0

og denne endrer seg ikke n̊ar vi bytter om p̊a røttene.





Siden R er en symmetrisk funksjon
i røttene, og derfor er up̊avirket
av permutasjoner av røttene, vil
funksjonen r = R

1
m være en multi-

valuert funksjon med m verdier ved
permutasjoner av røttene. De m
verdiene er de forskjellige m-te-
røttene av R .



Vi kan se p̊a dette for en 2. gradslikning, x2 + bx + c = 0 med
røtter

x1 = −b

2
+

1

2

√
b2 − 4c , x2 = −b

2
− 1

2

√
b2 − 4c

Vi har b = −x1 − x2 og c = x1x2. Det gir

x1 = −−x1 − x2

2
+

1

2

√
x2

1 + 2x1x2 + x2
2 − 4x1x2

=
x1 + x2 +

√
(x1 − x2)2

2

x2 =
x1 + x2 −

√
(x1 − x2)2

2



En avgjørende observasjon i Abels arbeid er at
√

(x1 − x2)2

må betraktes som en funksjon som gir to ulike verdier n̊ar vi
bytter om p̊a røttene. Hvis vi tar for gitt at√

(x1 − x2)2 =
√

(x2 − x1)2

er konsekvensen av ombyttingen x1 ↔ x2

x1 =
x1 + x2 +

√
(x1 − x2)2

2
↔ x2 =

x2 + x1 +
√

(x2 − x1)2

2

dvs. x1 = x2.

Hvis vi heller bruker at
√

(x1 − x2)2 = x1 − x2 f̊ar vi ved å
bytte om p̊a røttene x1 ↔ x2 at

x1 =
x1 + x2 + (x1 − x2)

2
↔ x2 + x1 + (x2 − x1)

2
= x2



”Cauchy is mad and there
is nothing that can be done
about him, although, right
now, he is the only one
who knows how mathemat-
ics should be done.”

Niels Henrik Abel, 1826



Teorem. (Cauchy; Journal de L‘école polytechnique, Vol. 17,

1815)

La f = f (x1, . . . , xn) være en funksjon i n variable. For et
vilk̊arlig n-tuppel (x1, . . . , xn) lar vi

fΣ(x) = {f (xσ(1), . . . , xσ(n)) |σ ∈ Σn}

være mengden av verdier f antar n̊ar vi gjennomløper alle
permutasjoner σ ∈ Σn av tallene 1, 2, . . . , n. La m = |fΣ(x)|
være antall elementer i denne mengden. Dersom m < p, hvor
p er det største primtallet som er mindre enn eller lik n og
hvor vi antar p > 3, s̊a er m = 1 eller m = 2.

I v̊art tilfelle er n = p = 5. Det betyr at m = 1 (uinteressant),
m = 2 eller m = 5.



Abel sl̊ar fast, uten bevis, at siden
funksjonen har 5 verdier n̊ar vi per-
muterer røtter, må den være p̊a for-
men

R
1
m = p+p1y1 +p2y

2
1 +p3y

3
1 +p4y

4
1

hvor y1 er en av røttene og pi er
symmetriske funksjoner i røttene.
I et senere arbeid skriver Abel ut
dette beviset.



For en 2.gradslikning x2 + bx + c = 0 med R = b2 − 4c har vi

R
1
2 = b + 2x1

og for en tredjegradslikning x3 + px + q = 0

R
1
3 =

1

9R + p3
(2p2 + 9Rx1 + 3px2

1 )

hvor R = −q
2

+
√
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4
+ p3

27
.



Hvis vi substituerer R
1
5 med ωR

1
5 , der ω5 = 1 i uttrykket

R
1
5 = p + p1y1 + p2y

2
1 + p3y

3
1 + p4y

4
1

f̊ar vi tilsvarende uttrykk, med med y2:

ωR
1
5 = p + p1y2 + p2y

2
2 + p3y

3
2 + p4y

4
2

Alternativt kan vi multiplisere uttrykket med ω;

ωR
1
5 = ωp + ωp1y1 + ωp2y

2
1 + ωp3y

3
1 + ωp4y

4
1

Det gir oss to forskjellige uttrykk som representerer samme
størrelse.



Gjentagelse av denne prosessen gir en
likhet mellom tilsvarende uttrykk for
alle de 5 røttene. En permutasjon av
røttene som fikserer y3, men bytter
y1 og y2 forandrer ikke verdien av ut-
trykket, men gir

p + p1y1 + p2y
2
1 + p3y

3
1 + p4y

4
1

= ω(p + p1y1 + p2y
2
1 + p3y

3
1 + p4y

4
1 )

som er umulig siden ω 6= 1. Det betyr
at i dette tilfellet må vi ha m = 2.



r = (p + p1S
1
2 )

1
m

r1 = (p − p1S
1
2 )

1
m

v = rr1 = (p2 − p2
1S)

1
m

.



z = r + r1

= (p + p1S
1
2 )

1
m + v(p + p1S

1
2 )−

1
m

hvor v = (p2 − p2
1S)

1
m . Funksjonen

z er åpenbart invariant under ombyt-
ting av de to røttene. Funksjonen er
i tillegg multi-valuert med m verdier.
Abel bruker igjen Cauchys teorem og
fastsl̊ar at denne gangen har vi m = 5.
.



R
1
5 =

1

m

(
y1 + ω4y2 + ω3y3 + ω2y4 + ωy5

)
= (p + p1S

1
2 )

1
5

Abel har n̊a etablert to uttrykk
for R

1
5 . Venstresiden antar 120

verdier n̊ar vi gjør alle mulige
ombyttinger av røttene, mens
høyresiden gir 10 verdier. Abel
har dermed etablert en mot-
sigelse mot den opprinnelige an-
tagelsen.

.



...nous concluons donc:
”Il est impossible de re-
soudre par des radicaux
l’équation générale de
cinquième dégrée.”

Niels Henrik Abel, 1824

.


