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At Igsningene er pa denne formen
betyr at det finnes en formel for
dem, uttrykt ved koeffisientene i
den opprinnelige likningen.

Vi har det tilsvarende i abc-
formelen for Igsningene

b b? — 4ac

1
=——= 2
Y 2a ( 432 )?
til 2.gradslikningen

ay’ +by +c=0

Démonstration
do Fimpossibiité de la résolution générale des équations du
cinquitme degré.




Det samme gjelder for Cardanos formel for Igsningen av 3.
gradslikninger. (Uten tap av generalitet kan vi substituere bort
2. gradsleddet)

y+py+q=0

Cardanos formel sier at Igsningene er gitt ved

)/1: R; ——R3
yg—wR% —w %R%
Y3 =w 2R3 —wLRR%

hvor R= -9+ /L +2 =94 Ss0ogu’=1w#1,

hvor S = %2 + % er en rasjonal funksjon i koeffisientene i den
opprinnelige likningen.



Vi kan gjgre det samme for et vilkarlig odde primtall m:

Vi =p+Rm 4+ pRm - 4 pp RS
Vo= p+wRn +wpRm - 4w tp, (R
y3=p + W?Rm + w4p2R% e +u)2m*2p,,,_1l?m771

Ym =P+ W RE + W 2R - 4 wpp 1R

hvor w™ =1 og w # 1. Vi kan Igse dette systemet med
1
hensyn pa p, Rm, osv.



Da far vi

1
p=—MW+y2t-+yYm)

m
L ]' m— m—
Rm:E(W Wy 4wy
2 1 m— m—
P2R’":E(W 2Y1+w 4y2+-~~+w2ym)

m—1 1
pm-1R ™ = = (WY1 + Wiy 4t w’"’lym)
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Siden rotuttrykkene Rm er sammensatt slik at R ogsa er pa
formen R = q + q15% + qQS% + -+ qn_ls"%l og tilsvarende
for S, osv. lar Abel nd r = R# vare den "innerste”, som
derfor er en rasjonal funksjon i koeffisientene til den
opprinnelige 5. gradslikningen.

Vi, og Abel, vet at koeffisientene til likningen er symmetriske
funksjoner i rgttene. Hvorfor? Fordi likningen kan skrives som

y’—ay*+by —cy’+dy—e=(y—y1)(y—y2)...(y—ys) =0

og denne endrer seg ikke nar vi bytter om pa rgttene.
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Siden R er en symmetrisk funksjon
i rgttene, og derfor er upavirket
av permutasjoner av rgttene, vil
funksjonen r = R# vaere en multi-
valuert funksjon med m verdier ved
permutasjoner av rgttene. De m
verdiene er de forskjellige m-te-
rgttene av R.




Vi kan se pa dette for en 2. gradslikning, x> + bx + ¢ = 0 med
rgtter

b 1
X1:——+ \/b2 4c, X2:—§—§\/b2—4c

Vi har b= —x; — x» og ¢ = x1x,. Det gir
i —X1 — X2 1 5 2
X1 = - + 5 Xi + 2x1%0 + x5 — 4x1x2
oxa et/ (a = x)?
B 2
x1+x — /(X1 — x)?
Xo =

2



En avgjgrende observasjon i Abels arbeid er at \/(x; — x2)?
ma betraktes som en funksjon som gir to ulike verdier nar vi
bytter om pa rgttene. Hvis vi tar for gitt at

Vi —x)? = /(x —x)?

er konsekvensen av ombyttingen x; <> xo

X1—|—X2+\/(X1—X2)2<_>X X2—|—X1—|—\/(X2—X1)2
pum 2:
2 2

X1

dvs. x; = x».

Hvis vi heller bruker at \/(x; — x2)? = x1 — x far vi ved a

bytte om pa rgttene x; <+ x> at

X_X1+X2+(X1—X2) xo+x1+ (2 — x1)
L =
2 2

= X2



"Cauchy is mad and there
is nothing that can be done
about him, although, right
now, he is the only one
who knows how mathemat-
ics should be done.”

Niels Henrik Abel, 1826




Teorem. (Cauchy; Journal de L‘école polytechnique, Vol. 17,

1815)
La f = f(xq,...,x,) veere en funksjon i n variable. For et
vilkérlig n-tuppel (xq, ..., x,) lar vi

fZ(X) = {f(Xa(l)a e >Xa(n)) | QS Zn}

vaere mengden av verdier f antar nar vi gjennomlgper alle
permutasjoner o € X, av tallene 1,2,...,n. La m = |f(x)|
vaere antall elementer i denne mengden. Dersom m < p, hvor
p er det stgrste primtallet som er mindre enn eller lik n og
hvor vi antar p > 3, sder m =1 eller m = 2.

| vart tilfelle er n = p = 5. Det betyr at m = 1 (uinteressant),
m =2 eller m=5.



Abel slar fast, uten bevis, at siden
funksjonen har 5 verdier nar vi per-
muterer rgtter, ma den vaere pa for-
men

1
Rm = p+puyi+pay+psyi+pay;

hvor y; er en av rgttene og p; er
symmetriske funksjoner i rgttene.
| et senere arbeid skriver Abel ut
dette beviset.




For en 2.gradslikning x*> + bx + ¢ = 0 med R = b*> — 4c har vi

NI

R :b—|—2X1

og for en tredjegradslikning x> + px +q =0

i 2 2
R3 = 9R+p3(2p + 9Rx1 + 3px7)
hvor R = —9 + /% + £,



Hvis vi substituerer Rs med wR?, der w® = 1 i uttrykket
1
R = p+ piy1 + payi + pays + payr
far vi tilsvarende uttrykk, med med y»:
i _ 2 3 4
WRS = p+ p1y> + pays + P3ys + Pays
Alternativt kan vi multiplisere uttrykket med w;
:_ 2 3 4
wRs = wp +wp1y1 + wpay; +wpsy; + wpay;

Det gir oss to forskjellige uttrykk som representerer samme
stgrrelse.



Gjentagelse av denne prosessen gir en
likhet mellom tilsvarende uttrykk for
alle de 5 rgttene. En permutasjon av
rgttene som fikserer y3, men bytter
y1 og y» forandrer ikke verdien av ut-
trykket, men gir

P+ piyvi + payi + p3yi + pay;
=w(p+ piy1 + p2yi + p3yi + payt)

som er umulig siden w # 1. Det betyr
at i dette tilfellet ma vi ha m = 2.




r=(p+pSe)n
1,1
"o (p_p152)m

1
V=rn= (pz B pfs)z

«O» «Fr « >

«=»

Q>



zZz=r—+n

= (p+p1S2)m + v(p+ piS2)

hvor v = (p? — p2S)m. Funksjonen
z er apenbart invariant under ombyt-
ting av de to rgttene. Funksjonen er
i tillegg multi-valuert med m verdier.
Abel bruker igjen Cauchys teorem og
fastslar at denne gangen har vi m = 5.




Q=

R

1
m

Abel har nd etablert to uttrykk
for R5. Venstresiden antar 120
verdier nar vi gjgr alle mulige
ombyttinger av rgttene, mens
hgyresiden gir 10 verdier. Abel
har dermed etablert en mot-
sigelse mot den opprinnelige an-
tagelsen.

()’1 +whys + Wiy + Wiy + wy5) =(p+p

by
Cette fonction a m vale:
wmarquant que m est un nombre




...nous concluons donc:
"Il est impossible de re-
soudre par des radicaux
I'équation générale de
cinquiéme dégrée.”

Niels Henrik Abel, 1824
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o, 2 (pkp, S 4 0 (pp, 8 =t
Cette fonction a m valeurs différentes, il faut done qie m==5 en're-
marquant que m est un nombre premicr. *On aura par consequent
=k, R s P A = SO v (St
9, g. ete. étant des fonctions symetriques de ', y, ¥, eic. et par
consequerit “des fonctions rationinelles de b ¢ d et o, En combirans
cotte équation avee I'équation proposée, on en tirera la valeur dey ex-
primée par une fonction rationnelle de = a b ¢ d et o3 Or une telle fonc-
tion- est tonjours réductible a Ia forme
S I=PRE4P R PRI P R
on PR P, P ct P, sont des fonctions de la forme pop; S% pp, et§ éant
des fonctions rationnelles de a b ¢ d ¢t . De cette valour de y on tire
B=} ety talytaty oy ) =0 + 5 89%
o ot et fadt =0
Or le premier membre a 420 valeurs différentos et le second membre
seulement 40; par consequent y me pent avoir la forme que nous vé-
nons de trouvor; mais nous avons demontré que ¥ doit nécessairement
avoir cette forme si Péquation proposée est resoluble, mous concluons

“TI est impossible de resoudre par des radicaus I'équation généra-
le du cinquitme dégré.”
11 suit immediatement de ce théoréme quil cst_de méme impossi-

e dc rosondre par des radicans Tes Gquations genGrales des degrés
supéricurs au cinguiéme.
Fin.



